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Examen - Correction

Question 1

Soit
f(x) = ln

(√
1 + x+

√
1− x

2

)
.

1. Df = [−1; 1]. La fonction f est continue car c’est une composée des fonctions continues.

2. Posons g(x) =
√

1 + x+
√

1− x
2 . Le DL2(0) de (1 + x)α est

(1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)
2 x2 + o(x2).

Le DL2(0) de g(x) est donc

g(x) = 1
2
(
(1 + x)

1
2 + (1− x)

1
2
)

= 1
2

1 + 1
2x+

1
2

(
1
2 − 1

)
2 x2 + o(x2)

+

1− 1
2x+

1
2

(
1
2 − 1

)
2 x2 + o(x2)


= 1− 1

8x
2 + o(x2)

3. Le DL2(0) de ln(1 + x) est

ln(1 + x) = x− x2

2 + o(x2).

Le DL2(0) de f(x) est donc

f(x) = ln(g(x)) = ln(1− x2

8 ) = −x
2

8 + o(x2).

4. lim
x→0

f(x)
x2 = −1

8.

Question 2

1.
∫
x3 + e2x +

√
5x dx = 1

4x
4 + 1

2e
2x + 2

√
5

3 x
3
2 + C.

2. 1
x2 − 9 = 1

(x− 3)(x+ 3).

On cherche a et b tels que 1
(x− 3)(x+ 3) = a

x− 3 + b

x+ 3. On trouve a = 1
6 et b = −1

6.
Donc ∫ 1

x2 − 9 dx =
∫ 1

6 ·
1

x− 3 −
1
6 ·

1
x+ 3 dx = 1

6ln|x− 3| − 1
6ln|x+ 3|+ C.
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3. ∫
x2

x− 1 dx =
∫
x2 − 2x+ 1 + 2x− 1

x− 1 dx =
∫ (x− 1)2 + 2(x− 1) + 1

x− 1 dx

=
∫

(x− 1) + 2 + 1
x− 1 dx =

∫
x+ 1 + 1

x− 1 dx

= x2

2 + x+ ln|x− 1|+ C.

4. On effectue l’integration par partie avec u = ln(x) et v′ = x5. On a donc u′ = 1
x et v = x6

6 .∫
x5 ln(x) dx = x6

6 ln(x)−
∫
x6

6 ·
1
x

dx = x6

6 ln(x)− 1
6

∫
x5 dx = x6

6 ln(x)− x6

36 + C.

Question 3

On considère f(x) = x2ex et g(x) = ex.
1. Df = R. lim

x→−∞
f(x) = 0 et lim

x→+∞
f(x) = +∞.

x -2 0
f ′ + 0 − 0 +
f ↗ 4

e2 ↘ 0 ↗
2. f(x) = g(x)⇔ x2ex = ex ⇔ x2 = 1⇔ x = −1 ou x = 1.
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3. L’aire comprise entre les deux courbes est :

S =
∫ 1

−1
g(x)− f(x) dx =

∫ 1

−1
ex − x2ex dx.

Calculons
∫
x2ex dx par intégration par partie avec u = x2 et v′ = ex. On obtient∫

x2ex dx = x2ex −
∫

2xex dx = x2ex − 2
∫
xex dx

= x2ex − 2
(
xex −

∫
ex dx

)
= x2ex − 2(xex − ex)

= x2ex − 2xex + 2ex.

Donc∫
ex − x2ex dx =

∫
ex dx−

∫
x2ex dx = ex − (x2ex − 2xex + 2ex) = −ex(x− 1)2.

Par conséquent,

S =
∫ 1

−1
g(x)− f(x) dx =

∫ 1

−1
ex − x2ex dx =

[
−ex(x− 1)2

]1
−1

= 4
e .


